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Pri metodi končnih elementov je za kvalitetno napoved odziva izdelka na obremenitev 
oziroma za določanje njegove življenjske dobe ključnega pomena kakovost mreže končnih 
elementov. Preučevanje vpliva kvalitete mreže končnih elementov je bilo izvedeno na 
primeru upogiba tankih plošč. S pomočjo primerjave teoretičnih in numeričnih rezultatov je 
bil prikazan vpliv nekaterih kriterijev. Uporabljeni kriteriji so bili: razmerje stranic, 
asimetričnost in koničnost. Ugotovljeno je bilo, da je med obravnavanimi kriteriji za rezultat 
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In the finite element method, the quality of the finite element mesh is crucial for accurate 
prediction of a product response to a load, or for determining its lifetime. The influence of 
finite element mesh quality was studied on the example of a thin plate bending. By 
comparing the theoretical and numerical results, the influence of some quality criteria was 
shown. The following criteria were used: aspect ratio, skewness and taper. It was found that, 
among the selected criteria, a combination of aspect ratio and skewness was least favourable 
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1.1 Ozadje problema 
Živimo v času, ko dajemo vsak dan večji poudarek izboljšanju bivalnega okolja in 
zmanjševanju onesnaževanja zraka. Temu trendu mora slediti avtomobilska industrija, ki se 
ji pripisuje velik del krivde za slabšanje kvalitete ozračja. S tem se avtomobilski proizvajalci 
in dobavitelji sovpadajo tako, da se trudijo konstruirati lahke gradnje. Načrtovanje izdelka 
se začne v enem izmed CAD modelirnikov in se nadaljuje v programu z razvojna 
vrednotenja. Za kvalitetne numerične rezultate je priprava numeričnega modela ključnega 
pomena. Pri tem si v podjetju pomagajo s programskim orodjem ANSA, ki je specialni 
program za izdelavo mreže končnih elementov. Odziv izdelka na obremenitve pa izračunajo 




Za kvalitetno napoved odziva izdelka je kvaliteta mreže končnih elementov zelo pomembna. 
Za oceno kakovosti mreže so bili razviti različni kriteriji.  
 
Namen zaključnega dela je, da se najprej naredi pregled kriterijev, s katerimi ocenjujemo 
kakovost mreže končnih elementov. Nato bo izbranih nekaj najpomembnejših kriterijev in 
na primeru upogiba plošče preverjen vpliv kakovosti mreže na rezultate upogiba. S pomočjo 
primerjave teoretičnih in numeričnih rezultatov se določijo približne mejne vrednosti 




2 Teoretične osnove  
2.1 Metoda končnih elementov  
V ne tako daljni preteklosti so inženirji preračune različnih strojnih delov izvajali analitično. 
Zaradi nepoznavanja natančnih materialnih lastnosti, nenatančnega popisa obremenitev in 
podobnih težav so bili uporabljeni visoki faktorji varnosti. Zaradi tega so bili pogosto izdelki 
predimenzionirani in so svojo funkcijo opravljali dalj časa, kot je bilo to potrebno. Danes, 
ko stremimo k temu, da so stvari čim bolj optimirane, da je material čim bolj izkoriščen in 
da imamo čim manjše stroške oziroma čim večji dobiček, v razvoju potrebujemo pomoč 
sodobnih CAE orodij. Najbolj pogosto uporabljena metoda za strukturne analize je metoda 
končnih elementov.[1] 
 
S pomočjo te metode iščemo približne rešitve parcialne diferencialne enačbe. V vseh 
primerih uporabe, uporabnik želi določiti vrednost osnovnih spremenljivk. V analizi 
toplotnega problema sta to temperaturno polje in toplotni tok, v napetostni analizi so to 
pomiki in napetosti vzdolž modela, itd. Rešitev je v večini primerov približna. [2] 
Preprosto povedano pri tej metodi model razdelimo na več manjših delov, katere imenujemo 
končni elementi. V ogljiščih končnih elementov so nameščena vozlišča. V vozliščih iščemo 
vrednosti osnovnih spremenljivk v izbranih prostostnih stopnjah. Prostostne stopnje 
definirajo, kateri pomiki in zasuki so možni v določenem vozlišču. 
 
Vzdolž elementa je osnovna spremenljivka interpolirana s pomočjo vozliščnih vrednosti. Ko 
povežemo več elementov skupaj, dobimo interpolacijo primarne spremenljivke preko 
celotnega modela [2]. 
 
Z izpeljavo pridemo do značilne oblike enačbe K d = R, kjer je K togostna matrika, d vektor 
vozliščnih vrednosti osnovne spremenljivke in R vektor obremenitev. 
 






𝑇 ∙ 𝑫𝑒 ∙ 𝑩𝑒 ∙ 𝑑𝑉 ∙ 𝒅𝑒 =
𝑉𝑒
𝑵𝑒
𝑇 ∙ 𝒇𝑒 +∫ 𝑵𝑒
𝑇 ∙ 𝒔𝑒 ∙ 𝑑𝑆𝑒 +∫ 𝑵𝑒




Kjer so: 𝑩𝑒 gradientna matrika, 𝒅𝑒 vektor vozliščnih komponent pomikov končnega elementa, 𝑵𝑒 
matrika interpolacijskih funkcij KE, 𝑫𝑒 konstitutivna matrika elastičnosti, 𝒇𝑒 točkovne sile, 𝒔𝑒 
porazdeljene sile po površini in 𝒑𝑒 telesne sile [1].  
 
 
2.1.1 Izoparametrični končni elementi 
Ko uporabljamo metodo končnih elementov, se večinoma srečamo z modeli kompleksnih 
oblik. Na takšnih modelih je nemogoče uporabiti samo končne elemente pravilne oblike. 
Uporabo končnih elementov nepopolnih oblik omogoči njihova izoparametrična 
formulacija. V nadaljevanju bo predstavljena omenjena formulacija na ravninskem 
kvadratnem končnem elementu. [2] 
 
Osnovni princip izoparametričnih končnih elementov temelji na uporabi interpolacijskih 
funkcij končnih elementov za preslikavo idealne geometrije končnih elementov v naravnih 
koordinatah v končne elemente v realnih koordinatah [1]. Teoretični končni element je 
določen v naravnem koordinatnem sistemu s koordinatama 𝜉 (ksi) in 𝜂 (eta), kjer vrednosti 
na obeh oseh potekajo od -1 do +1. V splošnem koordinatni osi nista pravokotni in nimata 
določene smeri glede na x in y os. Koordinata točke znotraj elementa je tako [2]: 
𝑥 =∑𝑁𝑖𝑋𝑖 (2.2) 
𝑦 =∑𝑁𝑖𝑌𝑖 (2.3) 
 
V enačbah sta 𝑋𝑖 in 𝑌𝑖 koordinati vozlišč elementov. 𝑁𝑖 pa so oblikovne oz. interpolacijske 























Slika 1: Izoparametrični končni element [1] 
 
Interpolacijske funkcije imajo vrednost 1 v vozlišču, kateremu pripadajo, in 0 v ostalih 
vozliščih. [1] 
 
Pomiki točk so interpolirani na enak način s pomočjo vrednosti vozliščnih prostostnih 
stopenj in uporabo enakih oblikovnih funkcij: [2] 
𝑢 =∑𝑁𝑖𝑢𝑖 (2.8) 
𝑣 =∑𝑁𝑖𝑣𝑖 (2.9) 
 
Pomika u in v sta vzporedna koordinatnima osema x in y.  
 
Za zapis matrike B je potrebno poznati povezavo med gradienti v naravnem in globalnem 
koordinatnem sistemu. Primer gradienta je deformacija 𝜀𝑥 = 𝜕𝑢/𝜕𝑥 [2]. Težava je v tem, da 
je pomik u funkcija 𝜉 in 𝜂. Zato ne moremo direktno priti do rešitve za deformacijo.  
 











































V zgornji enačbi predstavlja srednji člen Jakobijevo matriko J. Koeficienti matrike se lahko 









Ostali členi se zapišejo na podoben način. Zapis predstavlja vsoto parcialnih odvodov 
interpolacijskih funkcij pomnoženih s koordinatami vozlišč. S pomočjo zgornjih izrazov se 
lahko zapiše togostna matrika končnega elementa kot [2]: 
 





𝑫 𝑩 𝑡 |𝑱|𝑑𝜉𝑑𝜂 (2.12) 
 
Kjer je t debelina elementa in |𝑱| determinanta Jakobijeve matrike. Determinanta Jakobijeve 
matrike opisuje razmerje med površino v dvema prostoroma. V zgornjem primeru je to razmerje: dx 
dy = |𝑱|𝑑𝜉𝑑𝜂. V splošnem je vrednost determinante funkcija položaja v prostoru, vendar je 
za nekatere primere konstantna in ima vrednost A/4. Ta primera sta pravokotnik in 
paralelogram. Četrtina površine je, ker je površina končnega elementa v naravnem 
koordinatnem sistemu enaka 4. [2] 
 
 
2.1.2 Numerična integracija togostne matrike 
Enačbo (2.12) bi lahko integrirali analitično, vendar bi bilo to zelo časovno potratno. Zato 
se integriranja lotimo numerično. Najpogosteje uporabljena metoda je Gaussova integracija 
[2]. Z numerično integracijo je možno izračunati vrednost poljubnega integrala na osnovi 
ustrezno izbrane aproksimacije. Gaussovo integracijo lahko najpreprostejše prikažemo na 
primeru, ki ni povezan z vsebino te naloge: 







V enačbi (2.13) je 𝑊𝑖 utež in 𝜙𝑖 je vrednost funkcije na mestu, katerega imenujemo Gaussova 
točka – glej tudi sliko 2.  V tabelah so zbrane vrednosti uteži in lokacije Gaussovih točk za različne 
funkcije. Z uporabo ustreznega števila integracijskih točk lahko pridemo do eksaktnih rešitev.  
 
Gaussovo integracijo togostne matrike (2.12) izoparametričnega ravninskega kvadratnega elementa 
v naravnih koordinatah naredimo na sledeč način [1]: 
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𝑇(𝜉𝑖,𝑗, 𝜂𝑖,𝑗) ∙ 𝑫𝒆 ∙ 𝑩𝑒(𝜉𝑖,𝑗, 𝜂𝑖,𝑗) ∙ |𝑱| 
(2.14) 
 
Kjer argumente integrala ovrednotimo v vseh integracijskih točkah i,j končnega elementa v 




Slika 2: Integracijske točke na površinskem elementu [2] 
 
Na enak način se izvede integracija specifičnih obremenitev po površini končnega elementa 
in specifičnih telesnih sil po volumnu končnega elementa.  
 
Izračun napetosti 𝝈 = 𝑫𝒆𝑩𝒆𝒅 se tudi izvede v integracijskih točkah. Kot se izkaže, je 
izračun v teh točkah najbolj natančen [2]. V praksi se najbolj uporablja Gaussovo pravilo 
drugega reda (štiri integracijske točke) za integracijo togostne matrike štiri in osem 
vozliščnih elementov in praviloma se v teh integracijskih točkah določijo tudi napetosti in 
deformacije. Vrednosti napetosti v vozliščih ali pa na drugih lokacijah se lahko določi z 
ekstrapolacijo oziroma interpolacijo.   
 
 
2.2 Kriteriji kakovosti mreže 
Končni elementi so definirani v naravnem koordinatnem sistemu zato, ker imamo v realnosti 
opravka s kompleksnimi oblikami modelov, na katerih je nemogoče tvoriti mrežo končnih 
elementov sestavljeno samo iz elementov idealnih oblik. Idealne oblike so enakostranični 
trikotniki, kvadrati in kocke [1]. Zato so izpeljave elementov narejene v naravnem 
koordinatnem sistemu. Povezavo med naravnim in realnim koordinatnim sistemom nam 
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definira Jakobijeva matrika. Vrednost Jakobijeve determinante definira popačenost 
elementa.  
 
Ker se integriranje togostne matrike tudi izvaja v naravnem koordinatnem sistemu, dobimo 
zaradi nepravilnih oblik nenatančne rezultate. Zato je potrebno pri generiranju mreže veliko 




2.2.1 Kriteriji uporabljeni v programu ANSA 
V tem poglavju bo naštetih nekaj primerov kriterijev, ki se uporabljajo v predprocesorskem 
programu ANSA. Za vsak kriterij obstaja več načinov izračuna, vendar bodo tukaj našteti 
privzeti načini izračuna v omenjenem programu. Našteti kriteriji se uporabljajo za 
površinske štirioglate končne elemente. 
 
 
2.2.1.1 Razmerje stranic 
Ta kriterij se uporablja za elemente prvega in drugega reda. Govori pa o razmerju stranic 
elementa. Privzeti način izračuna je po NASTRAN definiciji in njegova privzeta mejna 




Slika 3: Razmerje stranic KE [5] 
 








V idealnem štirioglatem elementu so vsi koti enaki 90°. Odstopanju od tega pravimo 
asimetričnost. Privzeti način izračuna je PATRAN, mejna vrednost pa je 45°. Kot je merjen 




Slika 4: Asimetričnost KE [5] 
 
𝑘𝑜𝑡 𝑎𝑠𝑖𝑚𝑒𝑡𝑟𝑖č𝑛𝑜𝑠𝑡𝑖 = 90° − 𝜑 < 45° (2.16) 
 
2.2.1.3 Upogibanje 
Pove nam odstopanje upognjenega elementa od idealnega ravnega elementa. Predstavlja kot 
med normalama, ki sta postavljeni na dve ravnini elementa. Privzeti način izračuna je po I-








kot upogibanja = max(𝜑1, 𝜑2)    (2.17) 
 
2.2.1.4 Koničnost 
Kriterij koničnosti je izračunan po PATRAN načinu. Vrednost kriterija predstavlja razmerje 
med najmanjšo površino in skupno površino, pomnoženo s štiri. Vrednost kriterija mora biti 
večja od privzete vrednosti, ki znaša 0,25. 
 
 
Slika 6: Koničnost [5] 
 
𝑘𝑜𝑛𝑢𝑠 = 4 ∙
𝑚𝑖𝑛(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4)
(𝐴1 + 𝐴2 + 𝐴3 + 𝐴4)
> 0,25 (2.18) 
 
 
2.2.1.5 Minimalna višina ter minimalna in maksimalna dolžina 
Kriteriji merijo dolžine stranic in višino štirikotnika. Za minimalno višino in dolžino je 








Slika 8: Dolžina stranic [5] 
 
𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑙𝑛𝑎 𝑣𝑖š𝑛𝑎 = 𝑚𝑖𝑛(ℎ𝑖) (2.19) 
𝑀𝑖𝑛𝑖𝑚𝑎𝑙𝑛𝑎 𝑑𝑜𝑙ž𝑖𝑛𝑎 = 𝑚𝑖𝑛(𝑙𝑖) (2.20) 




2.2.1.6 Notranji koti 
Vrednost tega kriterija se določi po I-DEAS definiciji, kriterij pa govori o vrednosti notranjih 
kotov, katerim lahko predpišemo maksimalno ali pa minimalno vrednost. Privzeta vrednost 




Slika 9: Notranji koti v elementu [5] 
 






Kriterij govori o raztezku elementa. Izračuna se ga na podlagi I-DEAS definicije, kjer je 
razmerje minimalne in maksimalne dolžine stranic, pomnoženo s korenom števila dva. V 










∙ √2 (2.23) 
 
 
2.2.1.8 Poravnanost sredinske točke 
Kriterij je uporabljen za elemente drugega reda, govori pa o položaju sredinskega vozlišča 
na stranici elementa. Spet je uporabljena I-DEAS definicija, privzeta mejna vrednost pa je 

















𝑃𝑜𝑟𝑎𝑣𝑛𝑎𝑛𝑜𝑠𝑡 𝑠𝑟𝑒𝑑𝑛𝑗𝑒 𝑡𝑜č𝑘𝑒 = 𝑚𝑖𝑛(𝐶𝑎 , 𝐶𝑏) ∙ 100 > 33,3% (2.26) 
  
2.2.1.9 Odstopanje sredinske točke 
Kriterij se tudi uporablja za elemente drugega reda. Podobno kot predhodni kriterij govori o 
položaju srednjega vozlišča. Kriterij se določi po I-DEAS definiciji in mu je privzeta 
maksimalna vrednost 33,3. Izračuna se kot razmerje najmanjše razdalje srednjega vozlišča 





Slika 12: Odstopanje sredinske točke[5] 
 
𝑂𝑑𝑠𝑡𝑜𝑝𝑎𝑛𝑗𝑒 = 𝑚𝑎𝑥 (
𝑟𝑖
𝑙𝑖




Ta kriterij lahko zamenja veliko število ostalih kriterijev, vendar si ga uporabnik veliko težje 
predstavlja. Idealni elementi imajo konstantno vrednost Jakobijeve matrike vzdolž elementa 
in ta vrednost je enaka 1. Manj kakovostni elementi (e) pa nimajo konstantne vrednosti in 
zato se vrednost tega kriterija izračuna kot razmerje (JR) med najmanjšo in največjo 
vrednostjo determinante Jakobijeve matrike. Vrednosti determinante se izračunajo v 
integracijskih točkah (𝜉). V primeru štirioglatih končnih elementov prvega reda so 
uporabljene štiri integracijske točke. [3][4] 
 
𝐽𝑅𝑒 = 𝑚𝑖𝑛𝜉∈𝑒{|𝐽(𝜉)|}/𝑚𝑎𝑥𝜉∈𝑒{|𝐽(𝜉)|} (2.28) 
 
 
2.2.1.11 Ostali kriteriji 
Zgoraj so našteti najbolj pomembni kriteriji za statično analizo z lupinskimi elementi. 
Obstaja pa še veliko ostalih drugih kriterijev. Lahko na primer uporabimo kriterij, ki nam 
pove, koliko odstotkov trikotnih elementov je v mreži ali pa koliko je trikotnih elementov v 
posameznem vozlišču. Obstaja pa tudi veliko kriterijev za druge vrste analiz.  
 
Bistveni kriteriji so bili našteti in opisani. Uporabnik programa za pripravo mreže se odloči, 




2.3 Upogib plošč 
Upogib plošče je odvisen predvsem od debeline same plošče v primerjavi z ostalimi 
dimenzijami. Glede na dimenzije in obremenitve ločimo: tanke plošče z majhnimi 
deformacijami, tanke plošče z velikimi deformacijami in debele plošče. 
 
V nadaljevanju bodo opisane tanke plošče z majhnimi deformacijami. 
 
 
2.3.1 Tanke plošče z majhnimi deformacijami 
 
Če je poves plošče w, obremenjene z bočno silo, majhen v primerjavi z debelino same plošče, 
lahko s tremi predpostavkami pridemo do zelo dobre aproksimacije točnega rezultata: [6] 
• Ni deformacije srednje ravnine plošče. Omenjena ravnina ostane nevtralna med 
upogibom. 
• Točke, ki ležijo na ravnini normalni na srednjo ravnino pred upogibom, ostanejo 
ležati na površini, ki je normalna na sredno ravnino, po upogibanju. 
• Normalne napetosti v prečni smeri na ploščo so zanemarjene. 
 
Torej, če uporabimo zgoraj navedene predpostavke, lahko vse napetostne komponente s 
pomočjo povesa, ki pa je funkcija dveh koordinat v ravnini plošče [6]. Druga predpostavka 
pove, da je zanemarjen prispevek strižnih sil na poves plošče. Ta predpostavka je izpolnjena 
v večini primerov.  
 
Če pa poleg prečnih sil na ploščo delujejo sile v ravnini plošče, ni več izpolnjena prva 
predpostavka. Zaradi tega bi bilo potrebno upoštevati vpliv napetosti, ki delujejo v srednji 
ravnini plošče, na upogib plošče. 
 
 
2.3.1.1 Točkovno obremenjena preprosto vpeta plošča 
Obstaja veliko število izpeljav za različne obremenitvene primere plošč. Tukaj bosta 
prikazana določitev povesa in napetosti za točkovno obremenjeno prosto vpeto ploščo.  
 
Zelo pomembno je poznavanje robnih pogojev. Zgoraj omenjeni robni pogoj ni tako pogost 
v praksi, ampak si ga zlahka predstavljamo – glej tudi sliko 13. Takšen robni pogoj je 
podoben kot, če bi ploščo položili na tla, ki imajo pravokotno odprtino. To pomeni, da je rob 
plošče preprosto vpet, poves w na tem robu je enak nič in plošča se lahko prosto vrti okoli 





Slika 13: Preprosto vmeta plošča [1] 
 
Analitična izraza za omenjeni robni pogoj sta: 









= 0 (2.30) 
 
Na ploščo deluje točkovna obremenitev. Poves lahko določimo, če uporabimo Navierjevo 
rešitev, ki je zapisana kot dvojna neskončna vrsta. Če obremenitev deluje v simetrijski osi 













(𝑏 − 2𝑦) 𝑐𝑜𝑠ℎ
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V enačbi (2.31) predstavljajo: P točkovno silo, D togost, 𝜁 položaj sile na y-osi, y in x pa 
koordinati točke. Enačbe za  D, 𝛼𝑚 in  𝛽𝑚 so: 
  
𝛼𝑚 =



















Slika 14: Prijemališče sile na plošči [6] 
 
Določitev napetosti se tudi izvede po teoriji tankih plošč. Kot je zapisano v viru [2], lahko 
strižne deformacije 𝛾𝑦𝑧 in 𝛾𝑧𝑥 zanemarimo. Kljub temu je potrebno upoštevati strižne 
deformacije 𝛾𝑥𝑦 , saj se v ravnini plošče ne ohranjajo pravi koti diferencialnih delcev 
materiala. Kot je bilo že povedano, se zanemari tudi normalno napetost 𝜎𝑧. 
 



















S pomočjo zgoraj napisanih enačb se izračuna poves plošče in napetost v plošči. S pomočjo 
slednih se lahko preračunajo glavne napetosti in tudi primerjalna von Misesova napetost. 
Primerjalna napetost je bila izračunana zato, ker je kot  numerični rezultat najpogosteje 
prikazana prav ta napetost. 
 











2  (2.37) 
𝜎𝑣𝑀 = √𝜎1




3 Metodologija raziskave 
Namen naloge je bil ugotoviti, kako na rezultate analize z metodo MKE vpliva kakovost in 
velikost končnih elementov. Rezultati numerične analize so bili primerjani s teoretičnimi 
rezultati upogiba plošč. Primerjana je bila napetost v eni točki, saj uporabnika najpogosteje 
zanima potek napetosti.  
 
 
3.1 Teoretični preračun plošč 
Teoretični preračun je izveden po [6], kjer je navedena enačba za določitev povesa. Iz te 
enačbe so bile potem izračunane napetosti po [2] in [7].  
 
Dimenzije plošče so 300 x 150 x 5, kar jo uvršča med tanke plošče. Plošča je obremenjena s 
točkovno silo 500N v sredini same plošče. Kot je vidno iz navedenih podatkov veljajo 
predpostavke o tankih ploščah z majhnimi deformacijami. Uporabljen je material z modulom 
elastičnosti E = 210000 MPa in Poissonovim količnikom 0,3. Plošča je preprosto podprta, 
to pomeni, da velja robni pogoj opisan v poglavju (2.3.1.1).  
 
 
3.1.1 Teoretični potek povesa 
Za preračun povesa je bil uporabljen program Python, kjer je bil napisan program za 
določitev polja vrednosti povesa. Za seštevanje neskončne vrste je bilo uporabljenih prvih 
200 členov, saj je bil pri tej vrednosti rezultat ustrezno konvergiran. Preračun, v y smeri, je 
bil izveden samo na polovici plošče. Uporabljenih je bilo 3000 točk v x in 3000 točk v y 
smeri.  
 
Na diagramu (slika 15) je vidno da so na robovih upoštevani robni pogoji saj je tam poves 
enak nič in tudi moment na sredini stranice enak nič. V sredini plošče, na prijemališču sile, 





Slika 15: Teoretični poves plošče 
 
3.1.2 Teoretični potek napetosti 
Enako kot določitev povesa je tudi določitev primerjalnih napetosti potekala v programu 
Python. Za izračun napetosti so bile uporabljene enačbe, izpeljane po metodi končnih razlik. 
Uporabljene enačbe so bile reda napake ℎ2, z namenom zmanjšanja napake rezultata. 
Razdalja med dvema točkama h je bila 0,05 mm. S tem je bila zagotovljena visoka 
natančnost rezultata.  
 
Iz spodnjega diagrama (slika 16) je razvidno, da je primerjalna napetost največja na sredini 










3.2 Upogib plošče po MKE 
3.2.1 Priprava numeričnega modela plošče 
S pomočjo programa Catia je bil izdelan CAD model plošče s prej omenjeno geometrijo. 
Potrebno je bilo postaviti koordinatni sistem v sredino plošče, saj je s tem zelo olajšano 
apliciranje sile v nadaljevanju analize. Nato je bil CAD model plošče uvožen v pred-
procesorski program ANSA, kjer se je na modelu izdelala ustrezna mreža končnih elementov. 
V programu se je s pomočjo vgrajenih funkcij spreminjalo mrežo končnih elementov tako, 
da je ustrezala določeni analizi. 
 
Uporabljeni so bili lupinski končni elementi z oznako S4, ki so bili postavljeni v srednjo 
ravnino plošče. Na teh elementih se izvaja polna integracija, to pomeni, da ima štiri 
integracijske točke. Omenjeni element ima štiri vozlišča in je kompatibilen s S4R in S3R 
elementi. Primeren je za splošno uporabo in ni zelo občutljiv na izkrivljenost elementov [9]. 
 
Z namenom čim bolj primerljivih rezultatov je bila prvo izvedena analiza na plošči, 
modelirani s končnimi elementi S4 in stranico elementa dolgo 5mm, na kateri ni bila 
spreminjana kvaliteta končnih elementov. Po primerjavi med teoretičnimi rezultati in 
rezultati numerične analize je bilo vidno, da v sredini plošče pride do velikih razlik med 
obema metodama. Zato je bilo za mesto izvajanja preizkusa izbrana točka na simetrijski osi 
plošče, ki je od roba oddaljena 60mm. V tej točki je prišlo do zelo majhne razlike med 
rezultatoma, a hkrati se v okolici te točke napetosti zelo spreminjajo.  
 
Plošča je bila razdeljena na štiri dele s pomočjo dveh premic – glej tudi sliko 17. V presečišču 
dveh premic je bila opazovana točka, iz katere so bili zajemani rezultati. V tej točki je bilo 
vozlišče, ki je bilo ves čas na isti lokaciji. Z namenom poslabšanja kvalitete mreže pa so bile 




Slika 17: Označena opazovana točka na plošči 
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Vrednost posameznega kriterija kakovosti se je preverjala tako, da se je v program vnesla 
določena mejna vrednost in nato, ko je bila ta mejna vrednost dosežena, je progam obarval 
končni element, v katerem je bila presežena mejna vrednost. Obravnavani kriteriji so bili: 
razmerje stranic, koničnost in asimetričnost. 
 
Omenjeni kriteriji so bili obravnavani zato, ker se najpogosteje pojavijo v praksi ob uporabi 
lupinskih oz. površinskih elementov. 
 




3.2.1.1 Spreminjanje razmerja stranic 
Na plošči je bila ustvarjena srednja ravnina, na kateri je bila ustvarjena mreža S4 končnih 
elementov s stranico 5 mm. Skupno število elementov je bilo 1800. S pomočjo vgrajene 
funkcije move, ki omogoča premikanje vozlišč končnih elementov, je bila spremenjena 
oblika končnih elementov okoli opazovane točke. V tem primeru je šlo za spreminjanje 
razmerja stranic. To pomeni, da je bila lokacija okoliških vozlišč spremenjena tako, da se je 
elementom spremenila ena od dimenzij. S pomočjo vgrajene kontrole kakovosti mreže je 
bila ugotovljena približna vrednost kriterija. Izdelani so bili modeli, ki so imeli eno od 




Slika 18: Razmerje stranic = 10 
 
Na sliki 18 so rumeno označeni elementi, ki imajo vrednost razmerja stranic večjo od 10. 
 
 
3.2.1.2 Spreminjanje asimetričnosti 
Postopek priprave mreže je bil enak kot pri prejšnjem primeru, le da se je tukaj spreminjala 
oblika elementov tako, da je prišel do izraza kriterij asimetričnosti. S pomočjo funkcije move 
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so bila premaknjena vozlišča tako, da so elementi v okolici opazovane točke približno dobili 
obliko paralelograma. Vrednosti kriterija so bile: 20, 35, 45, 60 in 70.  
 
Na naslednji sliki (slika 19) so zeleno pobarvani elementi, kateri imajo vrednost 




Slika 19: Asimetričnost = 45 
 
 
3.2.1.3 Spreminjanje koničnosti 
Zopet je bil začetni postopek priprave numeričnih modelov enak kot v prejšnjih dveh 
primerih. Tokrat se je s spreminjanjem lokacije vozlišč spreminjala vrednost koničnosti 
končnih elementov v okolici opazovane točke. Vrednosti kriterija so bile: 0,1; 0,15; 0,25; 
0,35 in 0,5. 
 
Na spodnji sliki (slika 20) so z modro barvo označeni konični končni elementi, ki presegajo 





Slika 20: Koničnost = 0,25 
 
 
3.2.1.4 Hkratno spreminjanje razmerja stranic in asimetričnosti 
Tokrat sta bila opazovana dva kriterija. Ideja je bila v tem, da bi bili ustvarjeni zelo ozki 
končni elementi, ki pa bi imeli obliko paralelograma – glej tudi sliko 21. Zato so bila spet 
premikana vozlišča v okolici mirujoče opazovane točke. V tem primeru so bila za razliko od 
prejšnjih primerov izdelana samo tri modela. Vrednosti nesimetričnosti so bile: 20, 45 in 60. 








3.2.1.5 Spreminjanje gostote mreže 
Zaradi preverjanja konvergence rezultata je bila izvedena analiza na numeričnih modelih z 
različnimi velikostmi končnih elementov. V tem primeru je imela mreža idealno kakovost, 
torej ni bilo namernega poslabšanja kvalitete. Ker so bili vsi predhodni modeli izdelani s 
končnimi elementi z dolžino stranice 5 mm, je bilo zgoščevanje mreže izvedeno tako, da je 
bila na vsakem naslednjem modelu dolžina stranice za pol krajša. Torej so bile dolžine 
stranic enake:2,5; 1,25; 0,625 in 0,3125 mm. Ustvarjena pa sta bila tudi modela z dolžino 
7,5 in 15 mm. V primeru, ko je bila stranica končnega elementa enaka 15 mm, je bil med 
središčem in opazovano točko samo en končni element.  
 
 
3.2.2 Numerični izračun 
Za numerične izračune je bil uporabljen program Abaqus, v katerega je bil uvožen 
pripravljeni numerični model. V Abaqusu je bilo potrebno vnesti še materialne lastnosti, ki 
so bile enake kot pri teoretičnem preračunu. Po določitvi materiala je sledila določitev 









Slika 23: Robna pogoja na krajšima stranicama 
 
3.2.3 Po-procesiranje rezultatov  
Po končanem preračunu je bilo potrebno odčitati rezultate numeričnega preračuna. Iz 
opazovane točke so bile odčitane vrednosti primerjalne von Misesove napetosti. Odčitana 
vrednosti je bila vozliščna vrednost, ki je izračunana kot povprečje eksrapoliranih vrednosti 
iz sosednjih končnih elementov [10]. Opazovana je bila tudi maksimalna vrednost napetosti 
kot tudi globalni potek napetosti okoli mesta, kjer je bila spremenjena kakovost končnih 




3.3 Korelacija preračunov in eksperimentalnih 
rezultatov 
Potencialne razlike med teoretičnimi rezultati in rezultati analize z metodo končnih 
elementov lahko nastanejo zaradi več razlogov. Pri teoretičnem preračunu je izraz za poves 
zapisan kot neskončna vsota. To pomeni, da že tukaj pride do neke majhne napake. Pri 
teoretičnem preračunu so tudi zanemarjene strižne napetosti v zx in zy ravnini in normalna 
napetost v z smeri. Naslednji vir napak je sam numerični izračun napetosti, ki temelji na 
enačbah, izpeljanih z metodo končnih razlik. Vsaka od teh enačb ima neko napako, ki je 
odvisna od razmaka med točkami. Težava se pojavi tudi v sredini plošče pod točkovno silo, 
ker je tam teoretično neskončna napetost. 
 
V programu za analizo z MKE so uporabljeni lupinski elementi, za katerimi stojijo 
kompleksne teorije, ki se nekoliko razlikujejo od uporabljenih pri teoretičnem preračunu. 
Eden od razlogov za razliko je lahko tudi to, da se vrednost v vozlišču izračuna kot povprečje 
ekstrapoliranih vrednosti iz elementov v okolici. 
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4 Rezultati in diskusija 
V nadaljevanju bojo predstavljeni rezultati analiz upogiba plošč z različnimi kvalitetami 
mreže končnih elementov. Za vsak primer bo predstavljena tabela rezultatov, diagram 
relativne napake v odvisnosti od vrednosti posameznega kriterija in fotografija poteka 
napetosti. Za primer ugotavljanja vpliva gostote mreže KE na rezultate bo prikazan diagram 
relativne napake v odvisnosti od števila končnih elementov.  
 
Relativna napaka pri ugotavljanju vpliva gostote mreže je računana glede na teoretični 
rezultat v opazovani točki. Relativna napaka pri ugotavljanju vpliva kvalitete mreže je 
računana glede na vrednost, ki je bila odčitana pri analizi z idealno mrežo S4 elementov s 
stranico 5 mm.  
 
Napaka je bila računana po enačbi: 
 
𝑒 = |
𝑛𝑢𝑚𝑒𝑟𝑖č𝑛𝑖 𝑟𝑒𝑧𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡 − 𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑡𝑖č𝑛𝑖 𝑟𝑒𝑧𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡
𝑡𝑒𝑜𝑟𝑒𝑡𝑖č𝑛𝑖 𝑟𝑒𝑧𝑢𝑙𝑡𝑎𝑡
| ∙ 100% (4.1) 
 
Teoretična vrednost primerjalne von Misesove napetosti v opazovani točki je 22,7906 MPa. 
 
 
4.1 Vpliv gostote mreže 
V naslednji tabeli (preglednica 1) so vidne vrednosti primerjalne napetosti v opazovanem 
vozlišču za posamezno dolžino stranice končnega elementa.  
 
Rezultati in diskusija 
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Kot je razvidno iz tabele je nekoliko nepričakovani rezultat pri dolžini mreže 15 mm. To se 
je pa zgodi zato, ker je med točko, kjer deluje sila, in med opazovanim vozliščem samo en 
končni element. Vsi ostali rezultati so pričakovani, saj rešitev konvergira k vrednosti 
teoretičnega izračuna. Napaka se postopoma zmanjšuje in postane pri dolžini stranice KE 
0,625 mm minimalna.  
 
Iz vsega navedenega je razvidno, da do neke napake pride že samo zaradi velikosti KE, 
četudi je kvaliteta KE idealna. Če bi želeli imeti zelo majhne KE in s tem manjšo napako, bi 
s tem drastično podaljšali čas procesiranja. Pri dolžini KE 0,3125 je že sam pred-procesorski 




Slika 24: Napaka v odvisnosti od gostote mreže 
 
Iz diagrama na sliki 24 je vidno značilno konvergiranje rešitve z zgoščevanjem mreže KE. 
Kot je vidno iz rezultatov je pri dolžini KE, ki je uporabljena pri vseh naslednjih preračunih, 
znaša napaka 1,3 %, kar je lahko v kombinaciji z morebitno slabo kvaliteto mreže ključnega 
pomena.  
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Na naslednji sliki je viden potek napetosti pri idealni mreži z dolžino končnega elementa 2,5 
mm. Z rdečo točko je tudi označeno opazovano vozlišče, iz katerega so odčitani vsi naslednji 
rezultati. Vidno je, da so le na sredini robov plošče napetosti enake 0 MPa. Slika 25 lahko 
služi kot primer, kako bi morale potekati napetosti, saj bo v naslednjih primerih prikazan 
potek pri slabši kvaliteti mreže. Ugotovljeno je tudi, da s povečevanjem števila KE raste 




Slika 25: Napetosti pri 2,5 mm dolžini stranice KE 
 
 
4.2 Vpliv razmerja stranic na rezultat 
Naslednji primer je zelo pogost v praksi, ker se velikokrat pojavi pri samodejnem mreženju. 
Takšne KE je v praksi potrebno odstraniti. Iz preglednice 2 je vidno, kako s povečevanjem 
razmerja stranic prihaja do povečevanja napake. Med razmerjem 2 in 10 sicer pride do 
preskoka, saj napetost prvo nekoliko naraste in potem začne padati. Ampak je razvidno, da 
je pri razmerju 30 napaka zelo velika in znaša 8,7 %.  
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Slika 27: Potek napetosti v okolici opazovane točke 
 
Iz slik 26 in 27 je vidno, da je potek napetosti v okolici opazovane točke neustrezen, saj se 
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Slika 28: Napaka v odvisnosti od razmerja stranic 
 
Iz vsega navedenega je vidno, da je privzeta mejna vrednost za razmerje stranic ustrezna, saj 
znaša 3 in tam pride do prvih večjih razlik - glej tudi sliko 28.  
 
 
4.3 Vpliv asimetričnosti na rezultate 
Še en pogost primer iz prakse so asimetrični končni elementi. Elementi so bili oblikovani 
tako, da imajo približno obliko paralelograma. Razlikovali so se po naklonu. Kot je vidno 
iz sledeče preglednice (preglednica 3) je napaka s povečevanjem kota naraščala. V tem 
primeru so imele vse odčitane napetosti večjo vrednost kot pri idealni mreži.  
 




Iz naslednje slike pa je vidno, da so tudi v okolici točke nekoliko višje napetosti kot pri 
idealni mreži. To je vidno po barvi, saj je svetlo zeleno območje nekoliko širše.  
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Slika 30: Diagram napake v odvisnosti od asimetričnost KE 
 
Na sliki 30 je diagram, kateri prikazuje naraščanje napake s povečevanjem vrednosti 
asmietričnosti. Tudi v tem primeru je vidno, da privzeta vrednost, katera znaša 45°, kar dobro 
omejuje možnost velike napake, saj je pri kotu 45° napaka le 1,76 %.  
 
 
4.4 Vpliv koničnosti na rezultate 
Pri tem kriteriju pride do nekoliko presenetljivih rezultatov. Tukaj se je z zmanjševanjem 
vrednosti kriterija oblika KE vse bolj približevala obliki stožca. Presenečenje je bilo to, da 
je pri vrednosti 0,5, ki je bila še najbolj blizu idealne, prišlo do največje napake. Pri ostalih 
vrednostih pa se rezultat spet približa rezultatu z idealno mrežo in napaka se zmanjša – glej 
preglednico 4.  
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Tudi potek napetosti v okolici opazovane točke je skoraj enak tistemu z idealno mrežo. To 




Slika 31: Potek napetosti v okolici opazovane točke pri vrednosti koničnosti 0,1 
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Slika 32: Diagram napake v odvisnosti od vrednosti koničnosti KE 
 
Ob opazovanju diagrama na sliki 32 je potrebno biti pozoren, saj je pri vrednosti 0,5 kriterija 
koničnosti mreža še najbolj blizu idealne. To pomeni, da si rezultati iz tabele 4 sledijo iz 
desne proti levi. 
 
Pri tem primeru pa mejna vrednost, ki znaša 0,25, ni čisto ustrezna, saj je vidno, da napaka 
pri bistveno slabših vrednostih ne naraste veliko.  
 
 
4.5 Sočasni vpliv razmerja stranic in asimetričnosti 
Tukaj je obravnavan sočasen vpliv dveh pogostih kriterijev v praksi. Iz preglednice 5 je 
vidno, da s povečevanjem vrednosti obeh kriterijev, napetost narašča in s tem tudi napaka 
drastično narašča.  
 





Iz slike 33 je tudi vidno, da prihaja do velikih nezveznosti v barvnem poteku oz. poteku 
napetosti v okolici opazovane točke.  
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Slika 34: Odvisnost napake od vrednosti obeh kriterijev 
 
Na sliki 34 je diagram, ki prikazuje naraščanje napake s povečevanjem vrednosti obeh 
kriterijev. Za primer  lahko vzamemo, da je napaka  pri vrednosti asimetričnosti 60° enaka 
3,2 %. Ko k asimetričnosti pridružimo povečano razmerje stranic, pridemo do napake  13,27 





1) Iz rezultatov naloge je vidno, kako pomembno je paziti na kvaliteto mreže KE, saj že 
pri tako preprostem primeru kot je upogib tanke plošče, prihaja do velikih razlik med 
teoretičnim in rezultatom določenim po MKE.  
2) Izkaže se tudi, da se razlika med rezultatom z idealno mrežo in tistim s slabšo kvaliteto 
mreže veča premo sorazmerno z večanjem obremenitve . To pomeni, da bi pri večjih 
obremenitvah (v tej nalogi je sila le 500N), prihajalo do večjih razlik. Te razlike so lahko 
ključnega pomena pri današnjem optimiranju konstrukcij. 
3) Iz dobljenih rezultatov je vidno, da pride do napak ne samo zaradi kvalitete mreže KE, 
ampak tudi zaradi velikosti KE.  
4) Izkaže se, da so nekateri kriteriji bolj pomembni od drugih. Tako je kriterij razmerja 
stranic veliko bolj pomemben kot kriterij koničnosti KE. 
5) Vidno je tudi, da kombinacija dveh kriterijev veliko bolj vpliva na napako kot oba 
kriterija posamično. 
6) Privzete mejne vrednosti v pred-procesorskem programu se v primeru razmerja stranic 
in asimetričnosti izkažejo kot ustrezne. Pri kriteriju koničnosti pa je vidno, da se s 
poslabševanjem vrednosti napaka na obravnavanem primeru ne povečuje. To pa 
pomeni, da bi bila lahko mejna vrednost omenjenega kriterija nekoliko manjša.  
 
Glede na to, da podjetje, s katerim sodelujem pri izvajanju numeričnih analiz, dobi od 
naročnika predpisane parametre za mrežo KE in glede na to, da imajo opravka s 
kompleksnimi izdelki, na katerih je zelo težko ustvariti idealno mrežo KE, bodo na podlagi 
mojih rezultatov lahko ocenili do kakšnih napak lahko pride na mestih, kjer je mreža KE 
slabše kvalitete.  
 
Predlogi za nadaljnje delo 
 
Ta naloga je izvedena za primer statičnega obremenjevanja tanke plošče. Predlog za 
nadaljnje delo je ta, da bi se podobne preizkuse izvedlo na dinamično obremenjenih modelih 
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